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RESUMO

Este trabalho apresenta a teoria da interpolacdo spline aplicada a analise do crescimento da cana-de-acucar.
Com o objetivo de verificar a precisao desta técnica de interpolacdo no problema estudado, inserindo pontos
em intervalos com extremos conhecidos ou calculando valores que ja foram obtidos em medidas reais.
Estudos sobre cana-de-agucar sdo importantes devido a expansdo das usinas de acgucar e alcool por todo o
Brasil.
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ABSTRACT

This work presents the spline interpolation theory applied to the analysis of the growth of sugarcane. With the
objective of verifying the precision of this interpolation technique in the studied problem, inserting points in
intervals with known ends or calculating values that already obtained in real measures. Studies on sugarcane
are important due to the expansion of the sugar and alcohol mills in Brazil.

Key-words: Interpolation. Splines. Sugarcane.

INTRODUCAO

A interpolagdo é um método utilizado para estimar valores de uma fun¢do dentro de um intervalo conhecido,
isto é, tendo um conjunto de dados tabelados, podemos inserir pontos entre os mesmos. Conhecendo os
respectivos conjuntos de dados (xq fixg ) (x . fx 1) oo, (2. F (2,00, OU seja, (n+1) pontos, podemos obter o
polindmio interpolador P(x), que por sua vez passa por estes mesmos pontos. O grau de P(x) serd no maximo
n, porém dependerd do numero de pontos que se pretende interpolar e da precisdo que se almeja
(RUGGIERO e LOPES, 1997; SPERANDIO, MENDES e SILVA, 2003).

Ruggiero e Lopes evidenciam o papel da interpolagdo: Interpolar uma funcgao f(x), consiste em aproximar essa
funcdo por outra fungdo g(x), escolhida entre uma classe de algumas propriedades. A fun¢do g(x) é entdo
usada em substituicdo a funcdo f(x). A necessidade de se efetuar esta substituicdo surge em varias situagoes,
como quando sdo conhecidos somente valores numéricos da fungdo para um conjunto de pontos e é
necessario calcular o valor da fungdo em um ponto ndo tabelado (RUGGIERO e LOPES, 1997).
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A interpolacdo é aplicavel na resolugcdo de problemas como: crescimento populacional, na resolucdo de
problemas fisicos, computacionais e entre outros.

O grau do polindbmio interpolador depende muito do nimero de pontos conhecidos e do nimero de pontos
gue se quer interpolar. Porém, um polindémio de grau elevado pode causar extrapolacdo dos valores de f(x) no
intervalo interpolagdo. Por isso, as vezes por maior que seja o nimero n de pontos conhecidos, o polinGmio
interpolador deve ser obtido usando poucos pontos conhecidos na vizinhanca do ponto que se pretende
interpolar.

A Figura 1 ilustra uma situagdo em que o polinémio interpolador extrapola os valores de f{(x).

Um método de interpolacdo que usa poucos pontos para obter o polinébmio interpolador é a interpolagdo por
Spline, sendo esta fungdo denotada por S,(x), onde seu grau é p, tendo os pontos x;,, comi=0, 1, ..., n.

P(x) 1.5

fx]

—.1 \\J/—D.S D.S\J 1

-0.5

Figura 1 — Funcéo f(x) e seu polindmio interpolador P(x)

Como podemos observar na Figura 1, nas situacGes em que o nimero de pontos de interpolacdo é grande, a
aproximacdo obtida com um polindmio de grau elevado é dominada pelos erros de arredondamento. Sendo
gue isso nos sugere uma interpolacdo por Spline, ou seja, uma interpolacdo por partes.

Este trabalho apresenta o método de interpolagdo por splines e o aplica ao problema de crescimento de cana-
de-acgucar (Saccharum spp) com dois tipos de adubagdo, com e sem polimeros. A aplicagdo no crescimento da
cana-de-acucar é feita devido a grande expansdo das usinas de alcool e agicar em todo o Brasil.

Fungdes Spline em Interpolagao

Os primeiros estudos sobre Splines foram feitos por Euler (1707-1783) e outros autores, mas no inicio do
século XX R. Courant (1943) e I. Shoemberg (1946) formularam estudos mais detalhados sobre Splines, que
chegaram aos dias de hoje. Em geral, a teoria de splines foi desenvolvida a partir das necessidades praticas de
aproximagao (SCHEID, 1991).

As fungdes splines devem atender 4 condigdes:

1) Dividimos o intervalo [x, , x,] em subintervalos [x;, xi:], com i =0, 1,..., (n — 1) e a cada subintervalo
teremos uma aproximagao polinomial diferente, obtendo assim S,(x), um polinémio de grau p, sendo este
definido por:

So ((; Xo <X<X1

Sl((? X1 <X<Xo

\
Sn-1€ 2 Xn1 <X <Xy
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2) Ointervalo [a, b] é o denominador da fungdo S,(x)
3) Sp(x) deve ser continua e possuir derivadas continuas até ordem (p—1), em [a, b]
4) S,(x;)) =f(x;),comi=0, 1, ..., n.

Spline Linear Interpolante

Para que seja possivel realizar a interpolacdo é necessario conhecer (n + 1) pontos distintos, sendo estes
pontos também chamados de nds.

Esta interpolagdo por spline linear é dada por S;(x), nos pontos Xy, Xy,..., X, € nos subintervalos [x.; x;], i = 1,
2,..., h como:

silx) = f{.r;_lj.xf"r + flx ), ARt (1)

i~ ¥i-1 Xi—Xi—q

Wr e [_r:_-_l,xi]

Definicdo:
a) S;(x) é polindbmio de grau 1 em cada subintervalo [x;4, x/];
b) Si(x) é continua em (x4, x;), onde:
Si € :: Si 1 €i :: f € ;:> S1 € é continua em [q, b], portanto S;(x) é uma spline linear.
S & =5 € :: f € }> S, € é spline linear interpolante de f(x) nos nés

Xo, X1,0e0p Xne

A Figura 2 ilustra o caso da aproximacdo de uma fungao por spline linear. Observando a Figura 2, vemos que
Si(x) é continua dentro do intervalo definido, porém ndo é derivavel em todo o intervalo. Entdo vemos que a
aproximacdo por spline linear mesmo sendo muito utilizada ndo é a mais adequada, pois além de ndo ser
derivavel em todo o intervalo, S;(x) ainda sofre mudancas bruscas quando se passa de um subintervalo para
outro.

Figura 2 - X% ¥ % X X% X Aproximagdo de uma
fungdo por Spline linear

Spline Cubica Interpolante

Uma spline cubica, S3(x) € muito usada pois possui derivada primeira e segunda continuas, que a torna numa
curva suave e sem mudangas nas curvas de um subintervalo para outro (CUNHA, 2000).

Uma spline cubica S5(x) é uma fung3o polinomial por partes, continua, onde cada parte, s;(xJ, é um polinémio
de grau 3, definida num intervalo [x.5, X, k=1, 2, ..., n.

Suponha f(x) dada por x;, com i =0, 1,..., n, onde existem n polindmios de grau 3, Sz(x).
S3(x) deve satisfazer 5 condigdes:

1) Ss(x) = Si(x) para x & [xe1, X), k=0, 1,..., n;

2)Ss(x;) = f(x), comi=1,2,..., n;

3) sulxi) = SkealXi), k=1, 2, ..., (n-1);
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8)s’i(xi) = S"kualxi), k=1, 2, ..., (n-1);
5)s”ux) = $"kealxi), k=1, 2,..., (n-1).

Deste modo, podemos escrever:
s;l.':.r:] =G;¢{I—IR]!+5R{I—I;¢]:+l$';l-':-1'—-1';l-:|+l'i;l- (2)
E=12...0n—1)

Assim, para obter a equacdo (2) devemos determinar 4 coeficientes, a, by, cce d, para cada k.

A condicdo (1) é satisfeita de imediato pois Ss(x) é spline interpolante nos respectivos nos xy, ..., X,.

Para a condicdo (2) temos:

silag) = dy = fxy) (3)

as quais devemos acrescentar mais a equacgao
splxg) = flxg) =

= —ahi +b.h — b +do = ) (4)

sendo h; =x; —x._,, comk=1.

A condic3o (3) é satisfeita através das (n-1) equacdes: para k=1, 2, ..., (n-1), 5., xz} = fxy), isto é:
_ﬂ'k+1hi+1 + bk+1hi+1 — Crp1hpsr + dpsq = flag) (5)

Para que condigOes (4) e (5) sejam verdadeiras, temos que encontrar as derivadas da equacao (2).

Entdo:
sp(x) = 3ap(x —x )" + 2bx —x3) + o (6)

5" (x) = 6ay(x — x3) + 2by (7)

Quando x = x; temos f";l-'i.r] = 2by . E assim, o coeficiente by é dado por:
by = X (8)

-
s

Para x = xj_; temos
s" oo y) = —6aghy + 2bhy,

Dai, temos

b=ty ey ) s = st )
T en, - 6y
Pela condicdo (5),
el ) = 5"y gy,

obtemos entdo:
_ ="y alxg o)

Qy = . (9)

Pra obter c,, usamos as equacées (3) e (4), da seguinte forma:
—f':x;l._lj — G h-?l + hﬁh;n. + dﬁ'
Crn =
H h_

K

Como dy = fix;) entdo,
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flog) = flaxg_y)

Ccp = h—_ {ﬂhhi + Elhh;‘:] =
_ Jr'::_r;_.ﬁl-_lr'::_r;:_i:l _ Bl -l ) h;l- + & RixE) h-;;
RE & z
Chegando a
€, = Flogd—fFlag_ o) -2 Lapdhp—s"p—alag_o )by (10)
Ry =1
Fazendo s"; (x;) = g e flxy) = ¥ temos:
_ Gx—gk-1
K= o (11)
_ Yic¥k-1 |, 2higtge-1hi
=" T . (13)
di = W (14)

Pela condigdo (4), s’ (x3) = s'%..(x), k=1, 2, ..., (n-1) onde a partir da equac3o (5) teremos
sl =6, = 3aga by — 2bgpahpig + i

Donde

Cper = € — 38 hiey + 20 by

e, usando (11), (12) e (13)
Vert = Vet ZMpiifres T GkPer
h; 6 B

H
Fi¥ie-1 |, ZRpge+ge—o R Fhe21—G Jiezaltpsy
- () 2 ()
R + & & ker T z

Apds agrupar os termos semelhantes para k=1, 2,..., (n-1), chega-se a equacdo (15)
Ry Gi—s + 20 + Ry s )gic + i1 Gicsr = 6 (“C-_i_“: - }E_-}_k_i) (15)

Ris1 ki

A equagdo (15) pode ser representada na forma matricial Ax = b. Onde temos a matriz incégnita x = (gq, g1,
t

By 2(hy +hy) hy
4 hi E{h:_.+ hs) _{14
Ry z{hﬂ—l + h‘i’!—I:] hy (n—1x(n+1)
e
- MM
h, hy
B T _J": -3
k=6 hg h,

* n-tx
Com essa solucdo, podemos entdo determinar a,, by, ¢, e d,, para cada s, X ).

Na resolucdo do sistema mencionado acima, é necessdrio impor 3 condi¢cBes, apresentadas a seguir
(SPERANDIO, MENDES e SILVA, 2003):

123) Spline Natural =>nos extremos, Ss(xy) é aproximadamente linear.
S'3(xp) =9 =0 e s'3(x,)=g, =0.

22) Nos extremos, S;(x), € aproximadamente parabola.
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o= 81 € Gn = On-1.

32 ) Nos extremos, sdo dadas as inclinagGes I e I, para S;(x), levando as duas equacgées adicionais:
5 g = I, =>s", (xp) = I, =3a,h — 2b,h, + ¢, =1,

5 E{'rﬂ:]z'ri’! is i’!{'ri’!:l= l:’I:I = Ii’!

A Cana-de-aglicar no Brasil

A cana — de — acUcar (Saccharum sp.) é originaria no sudeste da Asia, foi introduzida no Brasil em 1522, por
Martinho Afonso de Souza (CASTRO e KLUGE, 2001). A cana-de-acucar foi implantada inicialmente nos estados
do nordeste e atualmente é a regido Centro-Sul que se destaca com uma area total cultivada de
aproximadamente 7,16 milhGes ha, sendo a responsavel por 87,4% da produgdo nacional (UNICA, 2009).
Fertilizantes (N e P) revestidos com polimeros supostamente podem permitir a reducdao das doses da
adubag¢do recomendada para plantio em 50%, principalmente pela liberagdo gradativa dos nutrientes ao solo,
aumentando sua eficiéncia de utilizacdo pelas plantas (MELLO et al., 2008).

Neste trabalho sdo analisadas as alturas médias do plantio de dois blocos de cana-de-aglicar, um com
adubagdo comum e o outro com revestimento de polimeros. O objetivo aqui é apenas usar splines para
calcular alturas em datas dentro do intervalo de tempo observado e verificar a precisdo da interpolagao spline
em relacdo aos valores conhecidos. Os blocos de cana passaram a ser observados a partir de 90 dias de plantio
com intervalos de 30 dias até completar 210 dias.

RESULTADOS

As Tabelas 1 e 2 apresentam os valores observados da altura média da cana-de-acucar a partir de 90 dias de
plantio adubada sem e com revestimento de polimeros, respectivamente. Foram feitos dois tipos de
interpolagdo entre os dados apresentados nas duas Tabelas, o primeiro interpola os valores para T=105 dias e
T=165 dias com o objetivo de verificar se as alturas obtidas se mantém no intervalo observado, o segundo,
primeiro interpola os valores T=130 dias e T=170 dias, ai uma nova tabela para cada tratamento é criada com
subintervalos de amplitude h=40 dias e nessas tabelas sdo interpolados os valores T=120 dias, T=150 dias e
T=180 dias para verificar o erro entre os dados reais exibidos nas Tabelas 1 e 2 e os valores obtidos pela
interpolacgdo spline.

Tabela 1- Altura média da cana-de-aglcar com adubagdo sem revestimento de polimeros

Tempo(dias) 90 120 150 180 210

Altura
média(cm)

27,14 | 34,60 | 46,40 | 53,20 | 77,30

Tabela 2 - Altura média da cana-de-agucar com adubagdo com revestimento de polimeros

Tempo(dias) 90 | 120 | 150 | 180 | 210

Altura média(cm) | 28,8 | 28,6 | 62,8 | 75,4 | 83,1

Na interpolacdo de T=105 na Tabela 1 a spline cubica interpolante encontrada foi
5,(x) =6,7.107%(x — 120)% + 6,06. 107 (x — 120)? + 3,6987.10 " (x — 120) + 34.6
e foi obtido s, (105) = 30,19cm.

Para interpolar T=165 também na Tabela 1 foi obtida a spline cubica interpolante
s5(x) = 2,9.107%(x — 180)° + 1.636.107%(x — 180)* + 5.56915.10"*(x — 180) + 53,2
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Obtendo = (165) = 49,06cm.
Os valores obtidos para T=105 e T=165 se mantém nos intervalos observados na Tabela 1.

Para interpolar T=130 na Tabela 1 foi usada a spline cubica interpolante
5,(x) = —=1,76.107*(x — 150)® —9,8.107%(x — 150)* + 2,585.10 " *(x — 150) + 46,4

tendo entdo s,(130) = 38,72cm, dentro do intervalo esperado.
Para interpolar T=170 a spline é a mesma usada para T=165 e o valor obtido é 5,(170) =49,93cm,
também dentro do intervalo esperado. A Tabela 3 apresenta o novo conjunto de valores para a adubagdo sem

polimeros.

Tabela 3 — Novo conjunto de dados para adubacdo sem revestimento de polimeros

Tempo(dias) 90 130 170 210

Altura média(cm) | 27,14 | 38,72 | 49,98 | 77,30

Para interpolar T=120, T=150 e T=180 na Tabela 3 obtemos s,(120} = 36.52cm, 5,(130) =42,9cm e
5,(180) = 54.83cm, respectivamente. Comparando esses valores com os respectivos valores da Tabela 1 temos
os seguintes erros absolutos E{120} =1,92 cm, E{150) =3.5cm e E(180) = 1.63cm, cujos erros percentuais
s30 5,26%, 7,54% e 2,97%, respectivamente.

No primeiro intervalo da Tabela 2 a altura é praticamente constante, por isso os pontos para T=105 e T=165
sdo interpolados usando a spline linear e os valores obtidos foram 5,(103) = 28,7cm e 5;(163) = 69,1cm,
ambos dentro dos intervalos de alturas esperados.

Os pontos para T=130 e T=170 também foram obtidos por spline linear dando 5,(130) =50.47cme
5;(170) = 71.2cm, também dentro dos intervalos de alturas esperados. Assim, temos um novo conjunto de
valores para a adubacgdo com revestimento de polimeros, apresentados na tabela 4.

Tabela 4 — Novo conjunto de dados para adubagao com revestimento de polimeros
Tempo(dias) 90 130 170 210

Altura média(cm) | 28,80 | 50,47 | 71,20 | 83,10

A interpolacdo de pontos na Tabela 4 pode ser feita por meio de spline cubica, pois as alturas estdo bem

espacadas em cada subintervalo. Para interpolar T=120 a spline cubica obtida é:
sl{x:] =1,17. 10'5{x - 130]3 + 1,41, lﬂ'g{x - 130]2 +5,7931.10"(x — 130) + 50,47,
Levando a 5, (120) = 44,8cm.

Para T=150 temos
s.0x) = —6,17.107%(x — 1707% — 6. 1073 (x — 170)? + 4.76.107*(x — 170) + 71.2
e obtemos =,(150) = 63,34cm.

Na interpolagdao de T=180 temos
s5(x) = 5.107%(x — 210)° 4+ 2,1762.107*(x — 210) + 83,1

obtendo s:(180) = 75.22cm.

Na interpolagdo dos dados na tabela 4 tivemos os seguintes erros absolutos, E(120) =16.2 cm,
E(150} = 5.34cm e E(180} = 0.18cm, com erros percentuais s3o 56,64%, 8,82% e 0,24%, respectivamente.
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As interpolagdes dos pontos T=105 e T=165 nos dados das Tabelas 1 e 2 mostraram que a interpolagdo por
spline é eficiente, pois todos os valores foram mantidos nos intervalos esperados. Quando ha uma diferenca
considerada entre os extremos do subintervalo estudado pode-se usar uma spline cubica na interpolacdo, caso
contrario deve-se usar uma spline linear, como no caso da Tabela 2. A interpolagdo dos pontos conhecidos
T=120, T=150 e T=180 nas Tabelas 3 e 4 também foram satisfatdrias, pois com excec¢do de T=120 na Tabela 4,
todos os outros resultaram em erros menores que 10% o que é considerado excelente segundo (UNICA, 2009).
O fato da obtencdo de um erro tdo grande para T=120 na Tabela 4 se justifica pelo fato de que praticamente
nao existe diferenca entre T=90 e T=120 na Tabela 2 e também pela amplitude h=40 usada, se tivéssemos uma
amplitude menor o erro também seria menor.

Embora os resultados apresentados sejam considerados bons, a interpolacao por spline ndo serve para prever
valores fora do intervalo conhecido. Para isso devemos usar algum método de ajuste de curvas, por exemplo,
o0 método dos quadrados minimos (CUNHA, 2000).

CONCLUSOES

Neste trabalho aplicamos o método de interpolacdo por spline ao problema da analise do crescimento da
cana-de-acucar, com os objetivos de verificar alturas em datas ndo observadas no experimento e a verificacdo
das diferencas entre valores conhecidos e os mesmos valores obtidos pela interpolacdo spline. Nos dois casos
o método de interpolacdo usado mostrou-se satisfatorio, pois na maioria dos pontos interpolados os erros
absolutos e percentuais foram relativamente baixos.
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