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Resumo

O uso de fungdes wavelets em aplicagdes nas mais
variadas areas tem se tornado cada vez mais freqiiente.
Por isso, trabalhos que tratam a teoria wavelet e suas
aplicacdes sdo sempre atraentes para que mais pessoas
possam entender o porqué de tantas aplicagdes com
estas funcdes e ao mesmo tempo sintam-se motivadas
a buscar novas aplicacdes usando wavelets. Neste
trabalho sdo apresentados os fundamentos da teoria
wavelet, as transformadas wavelet continua e discreta,
unidimensional e bidimensional, os pacotes wavelets,
a interpretacdo da transformada wavelet como uma
operagao de filtragem e suas aplicagdes no processamento
de sinais unidimensionais e bidimensionais. O objetivo
deste trabalho ¢ apresentar as ferramentas usadas na
teoria wavelet.
Palavras-chave: Wavelets. Transformada Wavelet.
Processamento de Sinais.

Abstract

The use of wavelet functions in applications in the
most varied areas has become more and more frequent.
Therefore, works about the wavelet theory and their
applications are always attractive so that more people
can understand the reason of so many applications with
these functions and at the same time be motivated to
look for new applications using wavelets. In this healthy
work are presented the foundations of the wavelet
theory, transformed continuous and discreet wavelet,
one-dimensional and two-dimensional, the packages
wavelets, the interpretation of the transformed wavelet
as a filtrate operation and their applications in one-
dimensional and two-dimensional processing of signals.
The objective of this work is to present the tools used in
the wavelet theory.

Keywords: Wavelets. Transformed Wavelet. Processing
of Signals.

Introducao

O primeiro registro do termo “wavelet” data de 1909,
em uma tese de Alfred Haar (1910), que apresentou uma
funcdo que décadas depois viria a ser conhecida como a
primeira fungdowavelet. O conceito wavelet, em sua forma
tedrica atual, foi proposto em meados dos anos oitenta
por Jean Morlet (geofisico), Yves Meyer (matematico)
e a equipe do Centro de Fisica Tedrica de Marseille,
trabalhando sob orientacdo de Alex Grossman (fisico
tedrico) na Franca. Os métodos de analise wavelet foram
desenvolvidos principalmente por Yves Meyer (1993)
e seus colegas, que asseguraram a sua disseminagdo. A
atencdo da comunidade de processamento de sinais foi
atraida quando Ingrid Daubechies (DAUBECHIES, 1998;
DAUBECHIES, 1992; DAUBECHIES, 1990) e Stephane
Mallat (MALLAT, 1989a; MALLAT, 1989b), além de
suas contribui¢des para a teoria wavelets, estabeleceram
a conexao entre os dois assuntos e obtiveram resultados
via processamento de sinal discreto. O algoritmo de
Mallat (1989a) pode ser considerado um marco na area
de processamento de sinais. Desde entdo, a pesquisa em
wavelets tornou-se difundida internacionalmente. Tal
pesquisa encontra atividade relevante, particularmente
nos Estados Unidos, e vem sendo relatada nos trabalhos
de cientistas como Ingrid Daubechies (1998), Ronald
Coifman e Victor Wickerhauser (COIFMAN etal., 1990a;
COIFMAN, 1990b; COIFMAN; WICKERHAUSER,
1993; RIOUL; VETTERLI, 1991) entre outros.

Wavelets

Seja L*(R) o espago das fungdes de quadrado integravel
ou ainda o espago das fungoes de energia finita, isto ¢é
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finita, isto ¢ y (f) € L*(R) , se entdo

_jy )| d <w )

Definigdo: Uma fungdo y (f) € L*(R) ¢é denominada
wavelet se, e somente se, sua Transformada de Fourier

y (W) satisfaz

Ibl( )‘ dw <o

2

A condig@o anterior, equagao (2), ¢ chamada de condicédo

de admissibilidade (DAUBECHIES, 1992). Segue da

condi¢do de admissibilidade que lin})yA (W)=0 . Assim,
w—>

se Yy (W) é continua, entdo y" (0)=0 , ou seja,

p 0d =o. G)

!

Figura 1: Grafico de uma Wavelet.

Geometricamente a equagao (2) estabelece que o grafico

de y (#) deve oscilar de modo a cancelar as areas
negativas a fim de anular a integral. Portanto, o grafico

de y (¢) tem a forma de uma onda, conforme ilustra a
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Figura 1, que é um exemplo de wavelet.

Como y () € L*(R) entio hmy (#)=0 e, como y
deve estar bem localizada no tempo este decaimento
deve ser muito rapido. Assim, ela tera forma de uma onda
muito pequena.

Transformada Wavelet Continua (CWT)

A transformada wavelet é uma operagdo linear que
decompde uma fungdo em um conjunto de fungdes
especiais chamadas wavelets. As wavelets sdo fungoes
resultantes da atuacdo simultanea de duas operacdes

(escalamento e translagdo) numa Ttnica fungdo,
denominada wavelet “mae”.

A funcio wavelet mae

Matematicamente, uma fungdo Yy (#) para ser

considerada uma wavelet mée, deve pertencer ao espaco
L’ (R) e satisfazer a equagio (3).

Sem muito rigor matematico, uma wavelet mie ¢ uma
funcdo que oscila, tem energia finita e valor médio nulo.

Geralmente, a fun¢do wavelet mie recebe o nome de
seu criador e atualmente, existem inumeras wavelets
mée dentre as quais as mais conhecidas sdo wavelets de
Daubechies, Meyer, Lemarié, Haar, Morlet. Porém, varias
wavelets tém surgido nos tltimos tempos, pois € possivel
construir uma wavelet de acordo com a aplicagdo que se
deseja.

Definicao da Transformada Wavelet Continua

Supondoquey (#) sejaumawaveletmie, atransformada

wavelet continua de uma fungdo x(f)eL’(R) com

relagdo a wavelet mae y (¢) ¢é dada por:

1 o «(t=b
(mmwm}—{xmy(—Jd
Al a

comaeb eR(a;tO).

4)

k9

Na equagio (4), ¢ o conjugado complexo; a,
o parametro de escala; b, o pardmetro translagio



e t, o tempo.
As wavelets filhas

A idéia fundamental na teoria wavelet é a operagio
escalamento realizada pelo parametro a. O escalamento
possibilita a compressio (a < 1) ou dilatagdo (a > 1) da

fungdo wavelet mae y (¢)

A wavelet mae quando escalada e deslocada no tempo
(translacdo) origina as wavelets ou wavelets “filhas™:

Y ab (t)=Ly (ﬂj
\/@ a

)

el

mesma da wavelet mie.

O termo: torna a energia das wavelets filhas a

Transformada Wavelet Continua Inversa

De acordo com Young (1995), a transformada wavelet
¢ uma operagdo de ruptura. Seguindo seu raciocinio, a
transformada wavelet “quebra” uma fung¢do em muitos
pedagos e estes pedacos sdo representados pelos

coeficientes wavelet (W, x)(a,b)

Os coeficientes wavelet representam a semelhanga
entre a fungdo x(t) e as wavelets filhas e quanto maior
a semelhanga, maior sera o valor do coeficiente wavelet
(LIMA, 2004). O conjunto de todos os coeficientes
wavelet constitui a representacdo da funcdo x(t) no
dominio wavelet.

Se o sinal x(t) for decomposto usando uma wavelet

y  que satisfaz a condi¢do de admissibilidade, ento
¢ possivel reconstruir o sinal através da transformada
wavelet inversa conforme a equagdo (6).

dadb

x(f)=— f[{Wxab)\/ﬂ( jaz

(6)

Observa-se da equagdo (6) que o mesmo nucleo:
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1 t=b s
—==Y | —— | éutilizado na transformada wavelet
o\ a

continua e em sua inversa.

De acordo com Daubechies (1992), a equagio (6) pode
ser vista de dois modos diferentes:

. um modo de reconstrugdo de x(t) , desde que sua
transformada wavelet inversa seja conhecida;
. um modo de representagdo de x(t), como uma

superposi¢cdo de wavelets filhas.
Tranformada Wavelet Discreta — (DWT)

Embora a transformada wavelet continua seja de grande
interesse tedrico, principalmente para a derivagdo e
compreensdo das propriedades matematicas das fungdes
wavelets, a sua discretizacdo € necessaria para aplicagdes
praticas.

Anecessidade de discretizagao éresultante daredundancia
presente na equagdo (5) ja que os parametros a, b da
transformada variam continuamente. O processo de
discretizagdo origina a transformada wavelet discreta.

Na transformada wavelet discreta apenas os parametros
da transformada sdo discretizados, ou seja, o parametro
de escala a e o parametro de translagdo b. De acordo com
a literatura, uma discretizacéo tipica € do tipo:

(7
(®)

commen € Z,a,>1 e b,#0.

. m
a=a,

b=m ;' b,

Deste modo, tem-se a transformada wavelet discreta:

0

t—nag b,
W, x)(m,n)= f w[—”] dt (9)
,‘ 1

Destas equagdes observa-se:
* a transformada wavelet discreta € definida

apenas para valores de escalas positivos ( a,>1);
* 0 passo da translag@o é proporcional a escala

(b=ngb, );

 a transformada wavelet discreta produz um
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conjunto finito de coeficientes wavelet (W, x)(m,n) ;
e 0 processamento ¢ realizado sobre tempo
continuo.

Transformada Wavelet Discreta Inversa — (DWTI)

No caso continua, dada uma fungdo wavelet mée, uma
fun¢do qualquer x(t) pode sempre ser recuperada do seu
conjunto de coeficientes wavelet continuos. No caso
discreto, entretanto, o processo de reconstru¢do pode néo
convergir para a fung¢do x(t). A reconstrug¢do depende da
escolha da wavelet mae e do processo de discretizagdo
realizado.

De acordo com Daubechies (1992), a reconstrucgio ideal
seria aquela que ocorresse com o maximo de eficiéncia e
com um minimo de perda de informagdo. Neste sentido,
a fungdo x(t) pode ser reconstruida dos seus coeficientes
wavelet discretos com uma aproximagao razoavelmente
boa por:

x()=e D > (W, x)(m,n)(v,,, (1))

m=0 n=0

(10)

sendo, ¢ uma constante que depende do processo de
discretizacdo e da wavelet mae utilizada.

Transformada Wavelet: uma interpretacio do ponto
de vista de processamento de sinais

A transformada wavelet aproxima uma fun¢do qualquer
através de uma base de fun¢des ortonormais que,
diferentemente da transformada de Fourier, ndo precisam
ser fungdes com duragdo infinita (ao contrario das fungoes
seno e cosseno). Sua interpretacdo ficou mais facil apds
os estudos de Daubechies (1998; 1990), que propos uma
implementacdo através de filtros do tipo FIR (Resposta
ao Impulso Finita).

A Figura 2 apresenta um exemplo de Transformada
Wavelet Discreta (DWT) com dois niveis. O sinal de
entrada, denominado de s[n], é passado por dois filtros: o
primeiro representa um filtro passa-baixas, com resposta
ao impulso hLP[n], e o segundo representa um filtro
passa-alta, com resposta ao impulso gHP[n]. Apds a
filtragem, os sinais passam por uma dizimag¢@o no tempo
(no caso, uma sub-amostragem de ordem 2), gerando as
saidas cl[n], que representa as componentes de baixa
freqiiéncia, e d1[n], que representa as componentes de
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alta freqiéncia. Do ponto de vista matematico, cl[n]
contém os chamados coeficientes de aproximagio e d1[n]
os coeficientes de detalhes.

2ON

s/n} hip[n]

gur[n] dI[n]

Figura 2: Decomposi¢do de um sinal em duas faixas.

Considerando um sinal de entrada real, as equagdes que
expressam as relagdes entre s[n], cl1[n] e d1[n] sdo:

olk1=Y nn-2kystnp (1)
dik1=3 gn-2klstn]  (12)

A partir do sinal cl[n] podem ser obtidas mais duas
faixas, e assim sucessivamente, com o processo sendo
finalizado quando o comprimento do ultimo sinal cL[n] é
um. O nimero de niveis e de faixas que pode ser obtido é
proporcional ao comprimento do sinal a ser processado.
Definindo N como sendo o tamanho da seqii€éncia de
entrada, o nimero maximo de niveis e faixa sera L=log2N
(RIOUL; VETTERLI, 1991), o que exige um sinal de
entrada com comprimento em poténcia de 2. As varias
faixas podem ser vistas como um banco de filtros do tipo
passa-faixa.

A reconstrugdo do sinal é feita através de um processo
inverso, ou seja, é feita uma sobreamostragem, uma
filtragem e uma combinagdo final das varias faixas
(RIOUL; VETTERLI, 1991).

Wavelet Packet

O método Wavelet Packet ¢ uma generalizagdo da
decomposi¢do wavelet que oferece uma rica troca de
possibilidades para analise de sinais. Na Analise Wavelet,
um sinal ¢ decomposto em coeficientes de aproximagio
e detalhes. A aproximacdo € entdo, por si s6, decomposta
dentro de um segundo nivel de aproximacdo e detalhes,
e 0 processo € repetido. Para n niveis de decomposigéo,
existem n+1 possiveis caminhos para decompor ou
codificar o sinal.

Na Wavelet Packet, os detalhes, bem como as
aproximagdes podem ser decompostos. Isto rende 2n
diferentes caminhos para codificar os sinais. Segue abaixo
uma arvore de representagdo de uma decomposigio
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usando Wavelet Packet:

Figura 3: Decomposicdo Wavelet Packet.

Transformada Wavelet Discreta Unidimensional
(DWT Unidimensional)

A DWT unidimensional (também chamada de
decomposicdo wavelet) de um sinal é a representagdo
de um unico coeficiente da média geral do sinal
original, seguido dos coeficientes de detalhes em ordem
decrescente de resolucao.

A forma que se calcula a DWT unidimensional,
recursivamente, através da média e diferenca entre os
coeficientes, ¢ chamada de banco de filtros. Nenhuma
informacdo ¢ acrescentada ou perdida neste processo.
O sinal original e a sua transformada tém a mesma
quantidade de coeficientes. Desta forma, dada a
transformada, pode -se reconstruir o sinal em qualquer
resolugdo, adicionando e subtraindo recursivamente os
coeficientes de detalhes das versdes de resolu¢des mais
baixas.

O armazenamento da DWT unidimensional de um sinal,
em vez da propria imagem, tem um niimero de vantagens.
Uma delas é que geralmente um grande nimero de
coeficientes de detalhes torna-se muito pequeno em
magnitude. Desta forma, truncando ou removendo estes
pequenos coeficientes da representacdo, introduz apenas
pequenos erros no sinal reconstruido, dando uma forma
de compressao de sinal com perda.

Transformada Wavelet Discreta Bidimensional (DWT
Bidimensional)

Existem duas formas comuns nas quais as wavelets podem
ser usadas para transformar os valores dos pixels dentro
de uma imagem. Cada uma destas transformagodes ¢ uma
generalizagdo bidimensional da DWT unidimensional.

A primeira transformada ¢ chamada de decomposicao
padrdo. Para obter a decomposi¢do padrio de uma
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imagem, aplica-se primeiro a DWT unidimensional a
cada linha de valores de pixels. Esta operacdo resulta em
um valor médio para cada linha. Feito isto, trata-se estas
linhas transformadas como se elas fossem uma imagem
e aplicamos a DWT unidimensional para cada coluna.
Os valores resultantes sdo todos coeficientes de detalhes,
exceto por um unico coeficiente que representa a média
geral.

O segundo tipo de DWT bidimensional, chamado de
decomposi¢ao ndo padrao, realiza operacdes alternadas
entre linhas e colunas. Primeiro aplica-se o calculo da
média nos pares horizontais ¢ faz-se a diferenca dos
valores dos pixels em cada linha da matriz que representa
a imagem. Depois, aplica-se o calculo da média nos
pares verticais e encontra-se a diferenga para a coluna
do resultado. Para completar a transformagao, repetem-
se este processo recursivamente apenas no quadrante
contendo as médias em ambas as diregdes.

Compressao Wavelet

A representacdo de um sinal no dominio wavelet
tem sua energia concentrada em poucos coeficientes,
significando que varios coeficientes tém valor absoluto
muito proximo de zero, de forma que a eliminagdo desses
coeficientes ndo compromete a reconstru¢do do sinal pela
transformada wavelet inversa. A compressdo wavelet
se baseia na eliminacdo destes coeficientes (LOUIS;
MAAB; RIEDER, 1998).

Para efetuar a compressao, primeiro deve-se determinar
um valor limite, que geralmente ¢ calculado de acordo
com as propriedades estatisticas do sinal (DONOHO;
JOHNSTONE, 1994). A seguir, faz-se a comparacao
entre todos os coeficientes do sinal no dominio wavelet
e o valor limite. Os valores que estdo abaixo do limite
sao eliminados e os que estdo acima sao mantidos. Este
¢ um método de compressdo por perda, chamado de
limiar duro, hard thresholding, proposto em (DONOHO;
JOHNSTONE, 1994). Assim, se Y ¢ a representacao de
um sinal no dominio wavelet, sua compressao ¢ feita de
acordo com a equacao (17):

.~ Y e |V |>A
Y: > se | | (17)
0, wse |YIg4

sendo A o valor de limite calculado.

A compressao de uma imagem pode ser feita aplicando a
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equagao (17) em cada linha da matriz que representa esta
imagem (STOLLNITZ; DEROSE; SALESIN, 1996).

Reduciao de Ruido

A redugdo de ruido em sinais de qualquer dimensao ¢
importante, devido ao fato de que, em aplicacdes praticas,
a maioria dos sinais sdo obtidos em ambientes ruidosos.
Por isso, para a andlise destes sinais ¢ necessario que,
primeiro, se faga a eliminagdo ou reducdo (atenuagdo) ao
maximo do ruido presente.

A distingdo entre sinais e ruidos depende do modelo real
do sinal medido, em outras palavras, a relagdo assumida
entre o sinal e o fendmeno apresentado pelo sinal. Assim,
dependendo da natureza do ruido e do sinal, existem
varios métodos para eliminar ou atenuar ruidos (LOUIS;
MAAB; RIEDER, 1998).

Uma forma simples de reducdo de ruido se baseia na
equagao (17), porém, neste caso, além do limite A, deve-
se levar em consideracdo também a poténcia do ruido,
criando assim um novo parametro, B E, na equagao (17),
A € trocado por BA Caso contrario, teria apenas uma
eliminacdo de redundancias.
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