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RESUMO

O estudo das Equagdes Diferenciais comega com a criagdo do Calculo Diferencial e Integral no século XVII, ¢ é
guiado, inicialmente, por suas aplica¢des 4 mecinica de particulas. Nessas aplicagdes, o uso de leis fisicas, como
as trés leis de Newton da Dinamica ¢ a lei da gravitagdo universal, possibilita obter equagdes diferenciais que
representam os fenomenos em estudo. Entretanto as equagdes resultantes trazem sérias dificuldades matematicas
em sua resolugdo. Uma equagido basica que ja surge nos estudos dos matemdticos do século XVIII ¢ a equagio do
calor. Para esse problema, a obtengdo de solugdes satisfazendo, além da equagio diferencial, a certas condigdes
iniciais ou condigdes de fronteira ¢ uma tarefa dificil. Esse ¢ no entanto, o objetivo central desse trabalho.

Palavras-chave: Equagdes Diferenciais Parciais, Séries de Fourier, Equagéo do Calor.
ABSTRACT

The study of differential equations begins with the creation of differential and integral calculus in the seventeenth
century, and is guided initially by its applications to particle mechanics. In these applications, the use of physical
laws, such as Newton's three laws of dynamics and the law of universal gravitation, enables to obtain equations
that represent the phenomena under  study. However the resulting  equations  bring  serious mathematical
difficulties in resolution. A basic equation that hasemerged instudies of the eighteenth century
mathematicians is the heat equation. For this problem, obtain solutions satisfying addition to the differential
equation, the initial conditions or boundary conditions is a difficult task. This is, however, the central objective of
this work.

Key-words: Partial Differential Equations, Fourier Series, Heat Equation.

INTRODUCAO

O estudo das Equagdes Diferenciais Parciais tem merecido uma grande atengdo de varios matematicos nas ultimas
décadas, principalmente em fendmenos relativos @ Fisica, em particular & Mecanica Classica, que serviu como

motivagdo principal para o estudo das Equagdes Diferenciais.

O presente trabalho tem como foco principal estudar as técnicas de resolugio analitica de equacdes diferenciais
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parciais utilizando o método das séries de Fourier para a resolucio da equagiio do calor que é definida por
equagdes diferenciais parciais,

ou  ,Cu
ot ox?

(1

onde u = u(x,r),x,t€R,t>0 ¢ a® ¢ uma constante. Ou ainda, representada como

u
— =a*Au (2)
=
ot
em dimensdes maiores, onde x =(x,,...x, )€ B r>0 ¢ A ¢ o laplaciano em R (nas variaveis espaciais

Xygees X, )

Um estudo introdutério das equagdes diferenciais parciais ¢ desenvolvido, explorando a resolugio analitica da
Equa¢do do Calor, recorrendo a técnica das Séries de Fourier que siio ferramentas importantissimas, para uma
possivel solugio escrita da equagio.

MATERIAL E METODOS

O método predominantemente utilizado na busca de solugdes para os problemas (I) e (II) apresentados no presente
trabalho fora o Método de Fourier para solugdo de uma equagdo diferencial, o qual consiste em considerar a
fungdo u(x,7) como sendo o resultado do produto de duas fungdes F e G onde /¢ uma fungdo real definida no
intervalo [0,L] na varidvel x enquanto G ¢ também uma fungdo real definida na variavel ¢, para todo t > 0.

Desta forma, o objetivo deste trabalho ¢ apresentar solugdes para os problemas (I) e (IT) utilizando para isso o
Método de Fourier juntamente com os principais resultados obtidos através do estudo das Séries de Fourier.

RESULTADO

Consideremos uma barra de comprimento L , cuja secc¢do transversal tem drea A, feita de um material condutor
uniforme de calor, fixada na origem dos eixos, no quadrante de cordenadas positivas do espago R’ .

O presente trabalho consiste inicialmente, no estudo do problema da condugdo do calor em tal barra, com suas
extremidades mantidas & temperatura zero e cuja condigdo inicial ¢ dada pela equagdo , onde /¢ uma fungdo real
definida  y(x 0) = f(x) no intervalo [0,L]. Ou seja, iremos determinar uma fungdo » que satisfaga o seguinte
problema misto:

u,=Ku_;t>0, O<x<L
u(O,y=u(L,1)=0; >0 (n

u(x,0)= f(x);, 0<x<L,
onde a constante K ¢ a fungio f'sdo dadas.

Consideramos a seguir o problema da condugdo do calor numa barra submetida a temperaturas nido-nulas nas
extremidades. O problema matematico seria determinar u(x,7) tal que:

14 Rev. OMNIA EXATAS, v. 2, n 2, 13-17, Julho/Dezembro de 2009



FARIAS JUNIOR; MEIRA & NOGUEIRA O teorema de fourier no estude da equagdo do calor sujeita a condigdes. .

u,=Ku ;t>0, 0<x<L

u(0,¢) = hy(t),u(L,t)=h(t); t>0 (I1)
u(x,0)= f(x); 0<x<L,
onde f, hy e h; sdo fungdes dadas.

Por fim, apresentamos a solugdo do problema proposto em (II) para dois casos diferentes. O primeiro para quando
ho(t) = a; e hy(t) = f,, e o segundo para quando hy(t) = a; + axt e h,(t)=f;+f:t, onde a,, oy, P, € P, sdo constantes.

0O TEOREMA DE FOURIER: Seja f uma fun¢do real definida nos reais, seccionalmente diferenciavel e de
periodo 2L. Entdo a série de Fourier da fun¢do f, converge, em cada ponto x para [f{x + () +f{x- 0)]/2, isto é,

%aﬂ +i(an cos%+b”sen%)=%[f(x+0)+f(x—0)] (*)

n=1

onde o primeiro membro da igualdade (*) é a série de Fourier da fungéo f'e a, e b, sdo os coeficientes de Fourier
referentes a f* e definidos respectivamente por:

1t 1]
aﬂ:Z J-f(x)cos%dx,nZO; bn=z J-f(x)sen%dx,nZI
-L -L

DISCUSSAO

Trabalhemos Inicialmente com o problema (I).

Pelo método de separagdo de variaveis chegamos a uma expressdo que nos parece ser um razoavel candidato a
solu¢do do PVIF (I) (Problema de Valor Inicial e de Fronteira, também chamado de Problema Misto). A
expressdo foi a seguinte:

2 2
_nxKr

u(x,N)=> ce “ sen=, 2)
n=l

onde os coeficientes ¢, devem ser escolhidos de modo que:

f(x)=> c,senz. (3)
n=I

Portanto, ndo ha escolha, os ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da fungdo £, definida em [0,L], e estendida
para o resto de R de modo a ser impar e periddica de periodo 2L. Assim

L
c, = % 5[ f(x)sen”=dkx. 4
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E importante mencionar que a igualdade (3) ndo se verifica para uma fungdo f, arbitraria. Portanto a distribui¢io
inicial de temperatura deve satisfazer a certas condigdes especiais. Pelo Teorema de Fourier vé-se que (3) se
verificara, para todo x em [0,L] caso f'seja continua, f{x)=f{0)=0 e f” seja seccionalmente continua.

A ideia da resolugdo para o problema (II) é procurar reduzi-lo a um outro com condig¢des de fronteira homogénea,
através de uma mudanca de variavel dependente u. Assim suponha que seja possivel achar uma fungdo v(x,t) de
classe C2 emQ = [(x,t) em R:0<x<L:t> 0} tal que v(0,t)=hy(t), v(L,t)=h,(t). Entdo, designando por u a
solucio do PVIF (II), segue-se que a fun¢do w=u-v satisfaz ao seguinte problema:

w,=Kw_ +g(x,1); emQ
w(0,) =w(L,t)=0; >0 (5)
w(x,0) = f(x)=v(x,0); 0<x<L

onde g(x,t) = kv, - v,. Agora € so determinar v de modo que seja solugdo da equagdo do calor em €, entdio g=0, e
w sera simplesmente a solugdo do problema.

Fica claro desta forma que quando /(1) = a; e h,(t) = 5, onde a, e 8, sdo constantes, basta tomar v(x,t) = a; + (f; -
a)x/L. Logo, a solug@o para o PVIF (II) neste caso sera dada por:

ﬂ] . al st _n:.?;KJ o
—Xx+ che v sen”F  (6)

n=l1

u(x,t)=a, +

Por fim, considerando hy(t) = a; + axt e hy(t) = B, + fat, onde a,, oy, B e B, sdo constantes. Deve-se determinar
uma fun¢ao y(x) tal que:

Ky =a,+(B,—a,)x/L, ()
com y(0) = y(L) = 0. Tal fun¢io obtém-se a partir de duas integra¢des em (7) o que resultara em:
a, ﬁ'} -, 2 v
X)=—=x(x—L)+——=x(x"—-L").
¥(x) 2K (x—L) (LK ( )

Assim, toma-se:

V0 = hy(0)+ L (O =B +y(x - ®

e verifica-se facilmente que w = u — v € solugdo para (5) o que garante ser # = w + v, solug@o para o PVIF (II)
neste caso.

CONCLUSAO
A teoria do calor de Fourier ¢ um dos primeiros exemplos da andlise aplicada a Fisica. A partir de premissas
simples que nada mais sio do que fatores experimentais generalizados, Fourier deduziu uma série de

consequéncias, que juntas, constituem uma teoria completa e coerente. Os resultados obtidos por Fourier sdo
certamente interessantes por si s0, no entanto, o que € ainda mais interessante como conseguimos notar, € 0
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método que este desenvolveu e que serve de modelo para todos aqueles que possuem o desejo de desenvolver
qualquer ramo da Fisica Matematica. Atrevemo-nos ainda dizer que tal teoria é de forma clara, mais importante
para a analise pura do que para analise aplicada, uma vez que a busca de solugdes para equacdes diferenciais
parciais ndo é, de forma alguma, uma tarefa facil ou trivial.
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